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RESUMO

Esse artigo teve como objetivo estudar profundamente os Modelos Lineares Gene-
ralizados Duplos. Tais modelos sao utilizados para a modelagem dos parametros de
locagao e escala em um contexto de distribuigoes da familia exponencial, sendo uma
extensao dos Modelos Lineares Generalizados. O trabalho explicitou os tépicos de es-
timagao, andlise de residuso e diagndsticos. Além disso, um estudo de simulagdo e uma
aplicacao em dados reais de tais modelos foi proposta, onde foi possivel observar um
considerdvel ganho de precisao ao se modelar os pardametros de locagio e escala (... )
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1 Introducao

A andlise de regressao é uma técnica estatistica essencial utilizada para investigar
e modelar a relacao entre varidveis. Seu propésito principal é desenvolver modelos ma-
tematicos que descrevem a dependéncia de uma varidavel dependente em relacao a uma ou
mais varidveis independentes. Amplamente aplicdvel em dreas como financgas, biologia e
engenharia.

Os modelos lineares usuais assumem que sua parte aleatéria (erros) possuem distri-
buicao Normal, com parametros de locacao 0 e escala constante, tal suposicao se mostra
robusta em diversos contextos, onde assumir tal distribuicdo facilita interpretacoes do
modelo, testes de significancia e certas propriedades exclusivas de uma distribuicao Gaus-
siana. Porém, em contextos como dados de contagem, binarios, e limitados na reta real,
utilizar tal modelo se mostra invidvel e erroneo. Assim, os MLGs surgem como ferramenta
para esses casos

Uma das limitagoes na analise de regressao classica ocorre quando os dados, devido
a natureza destes, apresentam heterogeneidade da variancia, fato que vai contra o pressu-
posto de homogeneidade. Nesse sentido, na busca de lidar com esse tipo de problema, sem
necessitar de transformagoes, modelos de média e dispersao surgem, chamados também
de Modelos Lineares Generalizados Duplos, uma extensao dos MLGs. (PAULA, 2013)

2 Especificacao do Modelo

Os Modelos Lineares Generalizados (MLG) foram uma teoria de unicacao de
técnicas estatisticas proposta no artigo (NELDER; WEDDERBURN, 1972) e depois sendo
aperfeicoado em vérios livros e artigos.

Considerando uma amostra com n observagoes independentes , X uma matriz com
p~+1 colunas e y um vetor de observacoes amostrado de Y, sdo definidos os 3 componentes
de um MLG

e Y tem distribuicdo probabilistica como membro da Familia Exponencial de distri-
buigoes, com uma funcao de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade
(para variaveis aleatérias discretas e continuas, respectivamente

f(y; 0, @) = exp[®yd; — b(0;) + c(y, P)]

E(y;) =pi =05

Var(yi) = ai(¢)V;

e A matriz X de covaridveis relacionadas no chamado preditor linear na forma

ni = X7 B
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e Uma Fungao de Ligagado mondétona (inversivel) e diferencidvel g(.) , que liga o preditor
linear n; & média de Y onde escrevemos

g(pi) =i

(SMYTH, 1989) introduziu os modelos lineares generalizados duplos com modelagem
conjunta da média e do parametro de precisdo (ou dispersao) e desenvolveu um
processo de estimacao baseado no método de maxima verossimilhanca

No caso dos MLGs duplos, sao definidos mais 2 componentes

e A matriz Z de covaridveis relacionadas no chamado preditor linear na forma

N =Zy

e Uma Fungao de Ligacdo mondtona (inversivel) e diferenciavel h(.) , que liga o pre-
ditor linear lambda parametro de dispersao phi onde escrevemos

Com isso, a funcao de densidade de probabilidades do modelo serd dada por

F(y; 0, ¢:) = exploiydib(0;) + c(y, 0;)]

Onde c(y, ¢;) = d(¢i) + dia(y) + u(y).

Nesse sentido, temos o logaritmo da fungdo de verossimilhanca

L(0) = = 1"[¢iilib(60;) + d(¢:) + dia(y:) + u(ys)]

= = 1"¢iti + d(¢s) + ulyid),

em que t; = y;0;6(0;) + a(y;). Logo, com 01 = 03 = 03.... = 0,, é equivalente a
log-verossimilhanga de um modelo da familia exponencial com respostas independentes
T1,...,T,. Pelas propriedades da familia exponencial

T, = E(E) = d/(¢i)

Var(T;) = d"(¢:).

3 Estimacao

Como apresentado em (PAULA, 2013), a funcao escore e a matriz informagcao de
Fisher para B8 podem ser obtidas calculando as derivadas da funcéo de verossimilhanca,
da seguinte forma
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n Wi
6)/08; = Z{V(yz‘ — pi)Tij}
i=1 '
em que w; = (dpu;/dn;)%. Dessa forma, temos a funcio escore dada por

oL@
Uﬁ(ﬂ) = 6,(3) — ¢XTW1/2V71/2(y _“)
em que X é uma matriz n x p de posto completo, W = diag{wi, ...,w, } é a matriz
de pesos, V = diag{Vi, ... Vo, },¥y = {y1, ..., yntepp = {11, ..., tin }-

d29 dpi \ >
L(0)/0B;08, = ¢>Z (dZ) TiTip

d@ d?p; dj;
+¢Z d d/é LijTie — (Z)Z s < M) LijLils

Z

dessa forma, obtemos o valor esperado

dp;
E{0" L(6)/95;0p:} f—czﬁz " ( j;) it
(dps / dny
= —¢Z M‘//n)xz’jﬂﬁie
i=1 !

n
= —¢ ) wimijzi.
i=1
escrevendo na forma matricial, concluimos

9% L(0)
0BoBT

Agora, deve-se realizar o mesmo procedimento na obtencao dos estimadores de

Kgs(0) = E {— } = ¢XTWX

maxima verossimilhanga para v, em que

"(d ia)\ do; O\
OL(8)/0v; = Z{di T 4 (@) ¢i 8%}

=1
i <1¢>Z”t @) g )

{ti+d (¢:)}

I
ANgER

I
—

7

I

Il
-

Zij
W (¢i)

7

em que h' (¢;) = d\;/d¢;. Portanto, em forma matricial obtemos

U’Y = ZTH';l (t - H’T)a
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em que H, = diag {1/ (¢1),...,h (¢n)} .t = (t1,....tn)" e pp = (E(T1),...,E(Tx)"
= (_d/ (P1),-- s —d' (¢n))T

Na obtengao da matriz informagao de Fisher para <y, vamos calcular as derivadas
segundas da funcao log verossmilhanca

2 1,(0)/0,0m = — ZM[ (00 (60 Sy w90 {14 0} 22,
i=1 ? !

o Rij %l ¢z /
- ;{h, o [ (@) = gy it d (60}

e cujos valores esperados ficam dados por

o2 L(Q) . n Mzz
E{_ afyja'yf } B ; {h/ (¢1)}2 1j<il-

Em forma matricial obtemos
K., =Z"PZ

em que P = VWHJQ7 V, =diag{—d" (¢1),...,—d" (¢n)}. Devido & ortogonalidade entre
os parametros 0; e ¢;, segue diretamente a ortogonalidade entre 3 e . Assim, a matriz
de informacao de Fisher para 6 é dado por Kyy = diag {Kpag, K, }.

Assim como na teoria dos modelos lineares generalizados, podemos estabeler um
método iterativo para encontrar 8 e 4. De acordo com (PAULA, 2013), é possivel atualizar
essas estimativas a partir das expressoes

(1) (ZTP(m)Z>_1ZTP(m)Z*(m)

em que y* = X3+ W12V-12(y — ), 2* = Zy+V'H, (t — pp) em =0,1,2,....

Conforme (SMYTH, 1989) esse processo iterativo pode ser resolvido alternando-
se as duas equagoes até a convergéncia. No chute inicial para ¢; pode-se considerar ¢; =
qS Vi=1,..,n, onde g[) ¢é a estimativa de ¢ obtida de um MLG.

Sob as condigoes de regularidade, temos que para n grande [3 ~ N, <B, KBE) e

’Ay ~ Nl] (’)’,K,;,%),

a independéncia assintética entre 3 e 4.

respectivamente. Além disso, devido a ortogonalidade entre 3 e v segue

3.1 Estimacao via Funcao de Verossimilhanca Restrita

Como proposto em (SMYTH; VERBYLA, 1999), a estimagao via fungao de ve-
rossimilhanca restrita considera uma estimacao conjunta de 8 e 7, tal método é utilizado
nos pacotes do software R, DGLM ¢ GAMLSS.
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Considere o seguinte modelo normal linear ponderado

y ~ N(XB,0%V)

Onde X é o posto k e V é a matriz de pesos conhecida. B é o estiamador de
méxima verosasimilhanca de B. Para o2, o estimador de verossimilhanga restrito é dado
por

o=~ i ~y-XB)V - XB)

O modelo normal linear pondereado geral é dado por

y N(XB,%(7))

Com ¥ dependente do vetor v de parametros desconhecidos

Como dito anteriormente o estimador de MQO de vy dado pmbS é dado por

ZTWaZ~y = ZTWazg

Onde .
Wa = diag (o5 (6

(MCCULLAGH; TIBSHIRANTI, 1990) considera a expressao obtida via expansao
de Taylor para a variancia d(y;, f1;) onde a partir dessa expressao a variancia de 4 pode

)

obtida
var(y) ~ 17_71
Com )
I, = 5Znggz
E

Wi = Wy — 2diag( )+ H?

hi
2
¢?h(¢i);
Tal expressao nos dd um método direto para a conversao da estimacao via maxima
verossimilhanca de « para uma aproximacao via maxima verossimilhanca restrita.

(SMYTH; VERBYLA, 1999) cita que o método de minimos quadrados ponderados
iterativo para v é dado apenas pela substituicao de q para ¥ = (23, 25, ..., z,,)T € a matriz
de pesos Wy por Wj. Tal substituicao garante nao apenas que % seja aproximadamente
nao viciado, mas também que o submodelo de dispersao nos dé os erros padrao ajustados.

Em problemas reais, a matrix H? é custosa de se estimar, assim (MCCULLAGH;
TIBSHIRANI, 1990) utiliza uma aproximacio via diag(h?)

Assim a matriz de pesos W é dada por
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W~ Wy — 2diag(———s + h?)

¢2h(¢z)

Na pratica, a a fungao de ligagao h para o parametro de dispersao sera Log, onde
nesse caso a expressao para W se torna mais simples.

Para h(¢) = 1/¢ e Vg = ¢7, temos que W ~ diag(1 — h?)

4 Anadlise de Residuos e Diagndstico

Nesta secao vamos apresentar métodos de andlise de residuos e diagndstico no
contexto dos MLGs duplos. Diferentemente dos MLGs, nos MLGs duplos podemos definir
desvios para a média e para precisao.

4.1 Analise de Residuos

No caso dos desvios para média, utiliza-se a mesma expressao da classe dos MLGs,
substituindo ¢ por ¢;, ou seja, Di(y; f, ) = Y1y di? (yis fui, di) em que di? (yi; fui, i) =

2 (5 0) - 0(6) -2 (8))]

Para ¢; grande Vi o desvio Di(y; ft, @) pode ser comparado com os percentis da
distribuicdo X2 com (n — p) graus de liberdade.

O residuo Studentizado, no caso dos MLGs duplos serd dado por

A D)
17 \/7

em que dj (yl-; [Li,qASZ-) =+ d“{z (yi; i q@z), o sinal continua sendo o mesmo de
(yi — 1) e hi; é 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz.

No modelo normal heteroscedéstico, assume a forma

* Yi — yAl
t; = —,
iV 1—hy
-1
em que hi; (XT@X> x; com ¢ = diag {01_2, e e
= &'/*W/2x (XT<I>WX) FXTHY A2,

ou seja,

= i (XT<I>WX> ..

Além disso, definimos o desvio para a precisao por D}(y; (25, B =>" d§2 (yi; ggi, ,ui> ,
em que d5> (yi; QASi, ui) =2 [ti (dN)Z - gg) + {d (cz%) —d <<;3,> H ,<z~5i é solucao para ¢; sob o
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modelo saturado sendo dada por d’ ((j~>z> = —t;. Considerando ¢; grande Vi o desvio

D3(y; ¢, i) pode ser comparado com os percentis da distribuicio qui-quadrado com (n—gq)
graus de liberdade.

O residuo componente do desvio para a precisao fica dado por

d; (yz‘; o ﬂi)
tp, = —~ /.

em que d; (yi; dA)i, ﬂi) =+ /d;2 <yi; ngSi, ﬂi), o sinal sendo o0 mesmo de {t}—i— d (ggz)} e Ty

é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
R = P27 (ZTPZ>_1 yAS 2

ou seja,
.~ N1
i = Pzl (ZTPZ) Z;.

A fim de analisar os residuos, (PAULA, 2013) sugere o grafico normal de proba-
bildades e contra os valores ajustados para tp, e tp,.

4.2 Influéncia

Com o objetivo de investigar se existem pontos influentes em um modelo MLG
duplo, calcula-se LD;, como nos modelos MLG, porém com ¢; no lugar de ¢, ou seja, esta
sera definida por

em que

\/g(yi — [1i)

ts, =
Vi (1 - hu>

Na avaliagdo da sensibilidade da estimativa 4 quando a i-ésima observacao é de-
letada usaremos uma aproximagao de um passo

(ZTPZY1 zi {ti +d (¢> }

h' (@) (1 —74)

)

Vi) =5 —

em que 7y é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz R. Uma medida para
avaliar a influéncia nas estimativas dos parametros da precisao fica dada por

LD} = (3 —4)" (ZTPZ) () — %)

Tii 2
= 12,
{ 1— ,’;;” } T
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em que

normal

t+d (@)
n (cbz) pi (1 = 74i)
t,+d ((&,)

\/—d" (Gf;z) (1- fu').

A fim de analisar possiveis pontos de influéncia, (PAULA, 2013) sugere o grafico

by, =

de probabildades e contra os valores ajustados para LD;B e LD].

5 Testes de Hipdtese

Uma vez que, os MLGs duplos sao um extensao dos MLGs podemos utilizar a

teoria basica dos MLGs, realizando as devidas alteragoes, considerando ¢; nao constante.
Dessa forma, podemos relizar os testes de hipdtese para f e 4.

Com isso definimos o teste da razao de verossimilhancas para 8 dado por
env =2{ L(B,%) - L(8°4)}.

da mesma forma, podemos testar em relacao a y
o =2{LBAH-L(BA")}.

nota-se, quando 'y]Q = 0,Vj # 0 estamos no caso especifico da classe dos MLGs.

O teste de Wald para B é definido, nesse caso, por

ew =[B-07 v (B) [ 8],
da mesma forma para 7y

& == Var ') [7 -]

onde Var~'(3) e Var~!(4) foram definidos na secio 3 deste trabalho.

6 Estudo de Simulacao

O escopo desse trabalho se limita apenas em Modelos Lineares Genelarizados Du-

plos, mas é importante destacar o avanco das classes mais gerais desses modelos nas
utimas décadas, os chamados GAMLSS, classe de modelo que da o nome do pacote que
sera utilizado nessa secao

Os chamados Modelos Aditivos Generalizados para Locagao, Escala e Forma (Ge-

neralized Aditive Models for Location, Escale and Shape - GAMLSS) surgiram como uma
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extensao aos os MLGs Duplos, onde além de oferecer a possibilidade de modelagem dos
parametros de locagao e escala (também chamado de dispersao), oferece suporte para a
modelagem de assimetria e curtose.

O estudo de simulacao utilizou 2 exemplos com distribuicoes distintas, Normal e
Gama, para o estudo da estimacao dos parametros de locacao e escala

Nesse sentido, 3 e de v foram fixados
BT =(5,0,2,3) " = (2,3,0,0)

Os tamanhos amostrais 30, 100, 500 e 1000 foram simulados 1000 vezes cada. As
funcoes de ligagao para p foram a fungado identidade e logaritmica para, respectivamente,
distribui¢oes normal e gamma. A funcao de ligacao utilizada para ¢ foi a fungao logaritmica
nos dois casos.

Dado as condigoes iniciais, estudo de simulacao se baseou no seguinte algoritmo:

1. Criacao de um vetor de tamanhos amostrais e fixacao dos valores de 3 e
verdadeiros

2. Célculo dos componentes lineares n = XT3 e A = XT~

3. Geragdo de valores de um distribuicio Normal (y; = n;, 02 = e%) e Gama
A

(a; =M, 0; = 27)

4. Estimacao de 3 e ~ via modelos duplos
5. Construgao de graficos e calculo de métricas de B ey

A partir de tal sequéncia, o seguinte grafico da estimativas por tamanho amostral
foi contruido.

O grafico tras na linha azul central o verdadeiro valor do parametro, enquanto cada
boxplot representa o tamanho amostral utilizado e simulado 1000 vezes para a estimagao
do parametro desejado.
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Além dos graficos, a métrica EQM(Erro Quadratico Médio) para cada estimador
foram calculados e dispostos na seguinte tabela

Tabela 1 — Valores de EQM - Modelo Normal

Parametro n =30 n=100 n =500 n = 1000

5 0.02
By 0.02
Bs 0.01
By 0.02
o 2.02
5 2.68
Vs 2.71

V4 2.74

0.00
0.00
0.00

0.00
0.27

0.32
0.35
0.33

0.00
0.00
0.00

0.00
0.04

0.05
0.05
0.05

0.00
0.00
0.00

0.00
0.02

0.03
0.03
0.03
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A partir do gréafico, foi possivel ver que para o menor tamanho amostral simulado,
as estimativas para (3 ja apresentavam uma boa precisao,

Para um n igual a 100, o EQM de B se mostraram aproximadamente 0

Ja para 4, vemos uma precisao menor dos estimadores, dado sua complexidade de
estimacao. Seu EQM foi em média 2,5 para um tamanho amostral igual a 30, onde esse
se aproximou de 0 para um n de 500.

No caso da distribuigao Gama, tivemos o seguinte resultado.

A A A
B [z [a
10
0 o
A n
Bs 1 12
10

30

H - t : + - F 100
0 ! F s00

1000

value

" 30 100 500 1000

10

(8]

30 100 500 1000 30 100 500 1000
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Tabela 2 — Valores de EQM - Modelo Gama

Parametro n =30 n=100 n =500 n = 1000

5 0.02
s 0.02
Bs 0.01
By 0.02
o 1.85
5 2.36
s 2.49
o 2.47

0.00
0.00
0.00

0.00
0.25

0.32
0.29
0.29

0.00
0.00
0.00

0.00
0.04

0.05
0.05
0.05

0.00
0.00
0.00

0.00
0.02

0.02
0.03
0.02

7 Aplicacao

Na aplicacao de dados reais, consideramos os dados apresentados em (EIN-DOR;
FELDMESSER, 1987) sobre a performance de CPUs(Unidade Central de Processamento).

Considera-se a variavel resposta PRP (performance relativa publicada), e, as variaveis de-
pendentes CACHE (tamanho de memoria cache), CHMIN (ntimero minimo de canais), CH-
MAX (ntiimero méximo de canais), MCYT (tempo de ciclo da méquina), MMIN (minimo
de meméria principal), MMAX (méximo de memdria principal). Na figura abaixo segue o

histograma da varidvel resposta.
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Density

0.002
1

Histogram of PRP
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0.000
L
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0 200

T
400

600
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1000

1200

Primeiramente, foram analisadas a relacao das varidveis dependentes com a per-
formance relativa, como é possivel notar na figura abaixo
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Nota-se que existe uma relagao positiva com as todas as varidveis, a nao ser o
tempo do ciclo. Além disso, ja existem indicios de haver heterogeneidade, onde a variabilida
parece aumentar conforme as varidveis independetes aumentam.

Em um primeiro momento, ajustamos um modelo normal com todas as varidveis,
e verificamos seu desempenho em relagao a variabilidade dos residuos.
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Nota-se um desempenho muito ruim, onde claramente a variabilidade dos residuos
aumenta em relagdo aos valores ajustados. Nesse sentido, vamos considerar um modelo
normal heterocedastico, modelando a variancia utilizando todas as variaveis independen-

tes.
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Utilizando o modelo duplo normal, nota-se uma melhora muito grande principal-
mente em relacao a heterogeneidade dos residuos padronizados, onde agora nao existe um
padrao contra os valores ajustados.

Ap0s isso, foram consideradas as distribui¢oes Gamma e Normal inversa, utilizando

as ligagoes, log, identidade e inversa para p e para U(ﬁ). O método foward stepwise foi

utilizado considerando o critério de informacgao bayesiano (BIC') para sele¢ao de variaveis.
Os resultados sao apresentados na tabela abaixo
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Tabela 3 — BIC dos modelos ajustados

Distribuicao Ligacao 4 Ligagao ﬁ BIC
Gama Log Log 1961.18
Gama Identidade Log -
Gama Inversa Log -
Gama Log Identidade -
Gama Log Inversa 1958.77
Gama Identidade Identitdade -
Gama, Identidade Inversa -
Gama Inversa Identitdade -
Gama, Inversa Inversa -

Normal Inversa Log Log 1966.42
Normal Inversa  Identidade Log 1968.7
Normal Inversa Inversa Log -
Normal Inversa Log Identidade -
Normal Inversa Log Inversa 1929.6
Normal Inversa  Identidade Identitdade -
Normal Inversa  Identidade Inversa 1951.54
Normal Inversa Inversa Identitdade -
Normal Inversa Inversa Inversa -

- Valores negativos na transformacao resultando em erro

A partir da tabela, vemos que o modelo que obteve o menor BIC foi utilizando a
distribuicao normal inversa com funcao ligacao log para u e inversa para o. Com isso, os
residuos foram analisados.

Against Fitted Values

Quantile Residuals

T 5 ® o &
o
o
@ T T T
1000 1500 2000 2500
Fitted Values
Density Estimate
=,
o
™ _|
o
=
= &
5 S|
[=
S -
= _l
o 1 11 Jiim | Iy \‘I 11 1 T
-4 -2 0 2 4
Quantile. Residuals
Nota-se

Against index

Quantile Residuals

@

index

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

um bom desempenho dos residuos quando comparamos com o qgplot da
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normalidade. Em relacao aos graficos contra os valores ajustados e index, o modelo esta
valido.

-1
|

Residuo Componente do Desvio

-2
|

-3
|

Percentil da N(0,1)

A partir do envelope, nota-se um bom ajuste do modelo, com o envelope incluindo
todos os residuos.

Tabela 4 — Coeficientes para log(u)

Parametro Estimativa p-valor

Intercepto 3.543 2e-16 ***
MYCT -8.888e-04  1.43e-11 **
MMIN 6.651e-05  1.54e-07 ***
MMAX 3.436e-05 2e-16 ***
CACH 8.997e-03  2.38e-12 ***

Tabela 5 — Coeficientes para (/@)

o

Parametro  Estimativa p-valor

Intercepto  5.384880219 1.46e-07 ***
MMAX  0.001175228  9.35e-13 **
CHMAX  0.201854466 0.00549 ***

Ao analisar os coeficientes, nota-se que todos os coeficientes foram significativos ao
nivel de 5%, onde temos uma melhora da performance conforme os tamanhos de meméria
minimo, méximo e cache aumentam, enquanto existe um decaimento em relagao ao tempo
do ciclo da unidade de processamento.

Em relagao aos coeficientes para %(\/5), temos que as variaveis de maximo de

memoria e nimero maximo de canais com estimativas positivas, ou seja, a variabilidade
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diminui quanto maior os valores destas variaveis.

8 Conclusao

Ao longo do trabalho, os Modelos Lineares Generalizados Duplos foram profunda-
mente estudados, onde os tépicos de definicao e estimagao de modelos, andlise de residuos
e diagnésticos foram explorados.

Os modelos tiveram 2 rodadas de aplicacao. Na primeira etapa, tais modelos fo-
ram aplicados em dados simulados, onde vimos o comportamento desses em diferentes
tamanhos amostrais Em uma segunda etapa, os modelos duplos foram aplicados em dados
reais, onde foi possivel observar um grande ganho de desempenho em relacao aos modelos
Gaussianos e MLGs

Portanto, os Modelos Lineares Generalizados Duplos representam uma ferramenta
estatistica robusta para modelagem, particularmente quando os conjuntos de dados tra-
balhados complexos, heterogéneos e multidimensionais.
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